
Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,

îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b). Ôóíêöèÿ F íàçû-
âàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé (ôóíêöèåé) äëÿ ôóíêöèè f íà ïðîìåæóòêå (a, b) (êîíå÷íîì èëè
áåñêîíå÷íîì), åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b).

Òåîðåìà 1. Åñëè F1, F2 � äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f íà (a, b), òî F1(x) − F2(x) = C ïðè
âñåõ x ∈ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî (F1(x)−F2(x))
′ = F ′1(x)−F ′2(x) = f(x)−f(x) = 0 ïðè âñåõ

x ∈ (a, b), ñëåäîâàòåëüíî, (F1(x) − F2(x)) = C ïðè âñåõ x èç (a, b) (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû
Ëàãðàíæà).

Îïðåäåëåíèå 2. Íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f íà ïðîìåæóòêå (a, b) íà-
çûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ïèøóò
∫
f(x)dx = F (x) + C, ïðè÷åì ðàâåíñòâî ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî ìíî-

æåñòâ. Çäåñü
∫
� çíàê èíòåãðàëà; f(x) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ; f(x)dx � ïîäûíòå-

ãðàëüíîå âûðàæåíèå; dx � äèôôåðåíöèàë; F (x) � ëþáàÿ èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f(x) íà
(a, b); C ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1.
(∫

f(x)dx
)′
= (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x)

2.
∫
dF (x) =

∫
F ′(x)dx =

∫
f(x)dx = F (x) + C

3.
∫
(αf(x) + βg(x))dx = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x)dx äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R, ïðè óñëîâèè, ÷òî

îáà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó åñëè F è G � ïåðâîîáðàçíûå
äëÿ ôóíêöèé f è g ñîîòâåòñòâåííî, òî αF+βG� ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè αf+βg.

Òàáëèöà îñíîâíûõ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

1.
∫
0dx = C.

2.
∫
1dx = x+ C.

3.
∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ C, α 6= −1, x > 0.

4.
∫ 1

x
dx = ln |x|+ C, x 6= 0.

5.
∫
axdx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1;

∫
exdx = ex + C.
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6.
∫
sinxdx = − cosx+ C.

7.
∫
cosxdx = sinx+ C.

8.
∫ 1

cos2 x
dx = tg x+ C, x 6= π

2
+ πk, k ∈ Z.

9.
∫ 1

sin2 x
dx = − ctg x+ C, x 6= πk, k ∈ Z.

10.
∫ 1√

1− x2
dx = arcsinx+ C = − arccosx+ C, x ∈ (−1, 1).

11.
∫ 1√

x2 ± 1
dx = ln |x+

√
x2 ± 1|+ C, äëÿ çíàêà ¾−¿: |x| > 1.

Ïðîâåðèì, íàïèìåð, äëÿ çíàêà ¾−¿ ïðè x < −1:

(ln |x+
√
x2 − 1|)′ = (ln(−x−

√
x2 − 1))′ =

1

−x−
√
x2 − 1

(
−1− 2x

2
√
x2 − 1

)
=

1√
x2 − 1

.

12.
∫ 1

x2 + 1
dx = arctg x+ C = − arcctg x+ C.

13.
∫ 1

x2 − 1
dx =

1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C, x 6= ±1.

Ïðîâåðèì äëÿ ñëó÷àÿ x < −1:(
1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣)′ = (1

2
ln

(
−x+ 1

−x− 1

))′
=

=
1

2
(ln(1− x))′ − (ln(−x− 1))′) =

1

2

(
−1

1− x
− −1
−x− 1

)
=

1

x2 − 1
.

14.
∫
shxdx = chx+ C.

15.
∫
chxdx = shx+ C.

16.
∫ 1

ch2 x
dx = thx+ C.

17.
∫ 1

sh2 x
dx = − cthx+ C, x 6= 0.

Êðîìå òîãî, ïîëåçíî çàïîìíèòü åùå 4 èíòåãðàëà (ñ÷èòàåì ïàðàìåòð a > 0):

1.
∫ 1

x2 + a2
dx =

1

a
arctg

x

a
+ C.

2.
∫ 1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C, x 6= ±a.
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3.
∫ 1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

a
+ C, x ∈ (−a, a).

4.
∫ 1√

x2 ± a2
dx = ln |x+

√
x2 ± a2|+ C, äëÿ çíàêà ¾−¿: |x| > a.

Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ñóùåñòâóþò äâà ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ê øèðîêèì êëàññàì
ôóíêöèé � ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé è ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà 2 (Çàìåíà ïåðåìåííîé). Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ îòîáðàæàåò ïðîìåæóòîê (α, β)
íà ïðîìåæóòîê (a, b) è äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå t ∈ (α, β). Åñëè ôóíêöèÿ f ,
îïðåäåëåííàÿ íà (a, b), èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïåðâîîáðàçíóþ F , òî ôóíêöèÿ f(ϕ)·ϕ′
èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà (α, β), ïðè÷åì∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F (ϕ(t)) äèôôåðåíöèðóåìà íà (α, β) êàê êîìïîçèöèÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì (F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t), ïîñêîëüêó F �
ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f íà (a, b), à ôóíêöèÿ ϕ ïåðåâîäèò (α, β) â (a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, F (ϕ)
� ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(ϕ) · ϕ′ íà (α, β).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫ √

1− x2dx. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−1, 1]. Ñäåëàåì çàìåíó: x = ϕ(t) = sin t, t ∈
[
−π
2
,
π

2

]
. Òîãäà

ϕ′(t) = cos t, ñëåäîâàòåëüíî,∫ √
1− x2dx =

∫ √
1− sin2 t cos tdt =

∫
cos2 tdt =

∫
1 + cos(2t)

2
dt =

(èçâëåêëè êîðåíü ñî çíàêîì ¾+¿, ïîñêîëüêó cos t > 0 íà ïðîìåæóòêå
[
−π
2
,
π

2

]
)

=
1

2

(∫
1dt+

∫
cos(2t)dt

)
=

1

2

(
t+

1

2
sin(2t) + C

)
=

1

2
(t+ sin t cos t+ C) =

=
1

2
(arcsinx+ x

√
1− x2 + C).

Òåîðåìà 3 (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíêöèè u, v îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöè-
ðóåìû íà ïðîìåæóòêå (a, b). Åñëè íà ýòîì ïðîìåæóòêå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
ôóíêöèè u′ · v, òî íà íåì ñóùåñòâóåò è ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ u · v′, ïðè÷åì∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x)dx. (1)

Ôîðìóëà (1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Êîðîòêî åå ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå ∫

udv = uv −
∫
vdu.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ uv äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) êàê ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé, è åå ïðîèçâîäíàÿ (u(x)v(x))′ = u′(x)v(x)+u(x)v′(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b).
Ñëåäîâàòåëüíî, ∫

u(x)v′(x)dx

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫
x lnxdx. Ïîëîæèì u(x) = lnx, v′(x) = x. Òîãäà

u′(x) =
1

x
, v(x) =

x2

2
. Çíà÷èò,

∫
x lnxdx =

x2 lnx

2
−
∫

1

x
· x

2

2
dx =

x2 lnx

2
−
∫
x

2
=
x2 lnx

2
− x2

4
+ C.

Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà
P (x)

Q(x)
, ãäå P (x), Q(x)

� ìíîãî÷ëåíû. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q(x), òî
äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåïðàâèëüíîé.

Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáóþ íåïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü âèäà
P (x)

Q(x)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P (x)

Q(x)
= T (x) +

R(x)

Q(x)
,

ãäå T (x) � ìíîãî÷ëåí, à
R(x)

Q(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. Òàêèì îáðçîì, âîïðîñ

èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá
èíòåãðèðîâàíèè ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé (ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå ìíîãî÷ëå-
íîâ íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêèõ òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé).

Âñþäó â äàëüíåéøåì â ýòîì ðàçäåëå ïîëàãàåì, ÷òî
P (x)

Q(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

äðîáü. Êðîìå òîãî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàð-
øåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q(x) ðàâåí 1. Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ
äâà ôàêòà èç òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 4 (ñëåäñòâèå èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû). Ïóñòü Q(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
n, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâåí 1. Òîãäà ìíîãî÷ëåí Q(x) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Q(x) = (x−α1)
k1(x−α2)

k2 . . . (x−αi)ki(x2+p1x+q1)l1(x2+p2x+q2)l2 . . . (x2+pjx+qj)lj , (2)

ãäå k1, ... ki, l1, ... lj ∈ N, k1+ · · ·+ki+2l1+ · · ·+2lj = n; α1, . . . , αi, p1, . . . , pj, q1, . . . , qj ∈ R;

q1 −
p21
4
> 0, ... qj −

p2j
4
> 0.
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Òåîðåìà 5 (î ðàçëîæåíèè ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè â ñóììó ïðîñòåéøèõ). Ïóñòü
P (x)

Q(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, ïðè÷åì ìíîãî÷ëåí Q(x) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëå-

íèå (2). Òîãäà äðîáü ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

P (x)

Q(x)
=

A1
1

x− α1

+
A2

1

(x− α1)2
+ · · ·+ Ak11

(x− α1)k1
+

A1
2

x− α2

+
A2

2

(x− α2)2
+ · · ·+ Ak22

(x− α2)k2
+

+
A1
i

x− αi
+

A2
i

(x− αi)2
+ · · ·+ Akii

(x− αi)ki
+

B1
1x+ C1

1

x2 + p1x+ q1
+

B2
1x+ C2

1

(x2 + p1x+ q1)2
+

+ · · ·+ Bl1
1 x+ C l1

1

(x2 + p1x+ q1)l1
+

B1
2x+ C1

2

x2 + p2x+ q2
+

B2
2x+ C2

2

(x2 + p2x+ q2)2
+ · · ·+ Bl2

2 x+ C l2
2

(x2 + p2x+ q2)l2
+

+
B1
jx+ C1

j

x2 + pjx+ qj
+

B2
jx+ C2

j

(x2 + pjx+ qj)2
+ · · ·+

B
lj
j x+ C

lj
j

(x2 + pjx+ qj)lj
, (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû A1
1, ... , A

ki
i , B

1
1 , ... , B

lj
j , C

1
1 , ... , C

lj
j � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, êîòî-

ðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû îäíîçíà÷íî ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàíèþ çàòåì ó ÷èñëèòåëåé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé (ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ).

Ïðèìåð. Ðàçëîæèì äðîáü
1

x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1
â ñóììó ïðîñòåéøèõ. Ïðåæäå âñåãî,

çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q(x) = x4+2x3+2x2+2x+1 èìååò êîðåíü −1 êðàòíîñòè 2, ñëåäîâà-
òåëüíî, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè: x4+2x3+2x2+2x+1 = (x+1)2(x2+1). Òåïåðü
çàïèøåì ðàçëîæåíèå äðîáè ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñóììó ïðîñòåéøèõ:

1

x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1
=

1

(x+ 1)2(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
.

Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì:

1

(x+ 1)2(x2 + 1)
=
Ax3 + Ax2 + Ax+ A+Bx2 +B + Cx3 + 2Cx2 + Cx+Dx2 + 2Dx+D

(x+ 1)2(x2 + 1)
.

Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîâïàäàþò, òî äîëæ-
íû ñîâïàäàòü è ÷èñëèòåëè. Èçâåñòíî, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà òîæäåñòâåííî ðàâíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé.
Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

A+ C = 0,

A+B + 2C +D = 0,

A+ C + 2D = 0,

A+B +D = 1

⇔


C = −A,
−A+B = 0,

D = 0,

A+B = 1

⇔


C = −1/2,
B = 1/2,

D = 0,

A = 1/2.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

1

x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1
=

1

2(x+ 1)
+

1

2(x+ 1)2
− x

2(x2 + 1)
.
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Èç òåîðåìû î ðàçëîæåíèè äðîáè íà ïðîñòåéøèå âûòåêàåò, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ
èíòåãðèðîâàòü äðîáè ÷åòûðåõ òèïîâ. Ïîêàæåì, êàêèå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ â êàæäîì èç
ñëó÷àåâ.

I.
∫ A

x− α
dx = A ln |x− α|+ C;

II.
∫ A

(x− α)m
dx =

A

(1−m)(x− α)m−1
+ C, m ∈ N, m > 2;

III.
∫ Bx+D

x2 + px+ q
dx, q− p2

4
> 0. Âûäåëèì â ÷èñëèòåëå ñêîáêó, ðàâíóþ ïðîèçâîäíîé çíàìå-

íàòåëÿ, à çàòåì ðàçëîæèì íà äâà èíòåãðàëà:∫
Bx+D

x2 + px+ q
dx =

∫ B
2
(2x+ p)− Bp

2
+D

x2 + px+ q
dx =

B

2

∫
(2x+ p)

x2 + px+ q
dx+

+

(
D − Bp

2

)∫
1

x2 + px+ q
dx =

B

2
I1 +

(
D − Bp

2

)
I2.

Âû÷èñëèì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ïî îòäåëüíîñòè. Â èíòåãðàëå I1 ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííîé: t = x2 + px+ q, òîãäà (2x+ p)dx = dt, ñëåäîâàòåëüíî

I1 =

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln(x2 + px+ q) + C

(ìîäóëü ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà ìîæíî óáðàòü, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå x2+px+ q ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì è ïîëîæèòåëüíûì
êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ). Â èíòåãðàëå I2 âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â çíàìåíàòåëå:

I2 =

∫
1

(x+ p
2
)2 + q − p2

4

dx = ( çàìåíà t = x+
p

2
, dx = dt, îáîçíà÷èì a2 = q − p2

4
> 0) =

=

∫
dt

t2 + a2
=

1

a
arctg

t

a
+ C =

2√
4q − p2

arctg
2x+ p√
4q − p2

+ C.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:∫
Bx+D

x2 + px+ q
dx =

B

2
ln(x2 + px+ q) +

2D −Bp√
4q − p2

arctg
2x+ p√
4q − p2

+ C.

IV.
∫ Bx+D

(x2 + px+ q)m
dx, q− p

2

4
> 0, m ∈ N, m > 2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ýòîãî òèïà ÿâëÿ-

åòñÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèì. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè
îïèñàííûì âûøå, èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó∫

Bx+D

(x2 + px+ q)m
dx =

B

2
I1 +

(
D − Bp

2

)
I2,

ãäå I1 =
∫ 2x+ p

(x2 + px+ q)m
dx, I2 =

∫ 1

(x2 + px+ q)m
dx. Äàëåå, â èíòåãðàëå I1 ñíîâà äåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííîé t = x2 + px+ q, òîãäà (2x+ p)dx = dt, ñëåäîâàòåëüíî

I1 =

∫
dt

tm
=

1

(1−m)tm−1
+ C =

1

(1−m)(x2 + px+ q)m−1
+ C.
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Èíòåãðàë I2 áîëåå ñëîæåí äëÿ íàõîæäåíèÿ. Ïðèâåäåì äâà àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáà åãî âû-

÷èñëåíèÿ. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó I2 =
∫ dt

(t2 + a2)m
, ãäå t = x+

p

2
, a2 = q− p

2

4
> 0.

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû. Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è ðàçëî-
æèì èñõîäíûé èíòåãðàë íà äâà. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì èñõîäíûé èíòåãðàë ÷åðåç I(m),
ïîä÷åðêíóâ åãî çàâèñèìîñòü îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà m > 2:

I(m) =

∫
dt

(t2 + a2)m
=

1

a2

∫
t2 + a2 − t2

(t2 + a2)m
dt =

1

a2

∫
dt

(t2 + a2)m−1
− 1

a2

∫
t2

(t2 + a2)m
dt =

=
1

a2
I(m− 1)− 1

a2
J(m), J(m) =

∫
t2

(t2 + a2)m
dt.

Â èíòåãðàëå J(m) ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u(t) = t,

v′(t) =
t

(t2 + a2)m
. Ïîëó÷èì, ÷òî u′(t) = 1, v(t) =

1

(2− 2m)(t2 + a2)m−1
. Ñëåäîâàòåëüíî,

J(m) =
t

(2− 2m)(t2 + a2)m−1
− 1

2− 2m

∫
dt

(t2 + a2)m−1
=

t

(2− 2m)(t2 + a2)m−1
+
I(m− 1)

2m− 2
.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âûðàæåíèå äëÿ I(m), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

I(m) =

∫
dt

(t2 + a2)m
=

2m− 3

a2(2m− 2)
I(m− 1)− t

a2(2m− 2)(t2 + a2)m−1
.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(m) ñâåëîñü ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà I(m − 1).

è òàê äàëåå, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó I(1) =
∫ dt

t2 + a2
, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå I(m) =
∫ dt

(t2 + a2)m
ïîäñòà-

íîâêó t = a tg z, òîãäà t2 + a2 = a2(1 + tg2 z) =
a2

cos2 z
, dt =

a

cos2 z
dz. Çíà÷èò,

I(m) =

∫
a cos2m z

a2m cos2 z
dz =

1

a2m−1

∫
cos2m−2 zdz.

Ïîñêîëüêó m > 2, òî 2m−2 � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷åòíàÿ ñòåïåíü, è äàëüøå ìîæíî ïðèìåíÿòü
ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∫ 1

(x2 + 1)2
dx îáîèìè ñïîñîáàìè.

1)∫
1

(x2 + 1)2
dx =

∫
x2 + 1− x2

(x2 + 1)2
dx =

∫
1

x2 + 1
dx−

∫
x2

(x2 + 1)2
dx = arctg x−

∫
x· x

(x2 + 1)2
dx =

(u(x) = x, v′(x) =
x

(x2 + 1)2
, ñëåäîâàòåëüíî, u′(x) = 1, v(x) = − 1

2(x2 + 1)
)

= arctg x+
x

2(x2 + 1)
− 1

2

∫
dx

x2 + 1
=

arctg x

2
+

x

2(x2 + 1)
+ C.
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2) Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = tg z, òîãäà dx =
dz

cos2 z
, ñëåäîâàòåëüíî,∫

1

(x2 + 1)2
dx =

∫
cos4 z

cos2 z
dz =

∫
cos2 zdz =

∫
1 + cos(2z)

2
dz =

z

2
+

sin(2z)

4
+ C =

=
arctg x

2
+

tg z

2(1 + tg2 z)
+ C =

arctg x

2
+

x

2(x2 + 1)
+ C.

Åñòåñòâåííî, îòâåòû, ïîëó÷åííûå ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáîì, ñîâïàäàþò.

Ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî

Îïèøåì åùå îäèí ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èçáå-

æàòü íåîáõîäèìîñòè èíòåãðèðîâàòü äðîáè âèäà
∫ dx

(x2 + a2)m
, m > 2.

Òåîðåìà 6 (Îñòðîãðàäñêèé; áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü
P (x)

Q(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëü-

íàÿ äðîáü, ïðè÷åì çíàìåíàòåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (2). Òîãäà∫
P (x)

Q(x)
dx =

T (x)

Q1(x)
+

∫
R(x)

Q2(x)
dx, (4)

ãäå

Q1(x) = (x− α1)
k1−1(x− α2)

k2−1 . . . (x− αi)ki−1(x2 + p1x+ q1)
l1−1 . . . (x2 + pjx+ qj)

lj−1,

Q2(x) = (x− α1)(x− α2) . . . (x− αi)(x2 + p1x+ q1)(x
2 + p2x+ q2) . . . (x

2 + pjx+ qj),

T (x), R(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî äðîáè
T (x)

Q1(x)
è

R(x)

Q2(x)
ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ T (x) è R(x) íàõîäÿòñÿ îä-

íîçíà÷íî ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà
(4) (â ìåòîäå íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóåò ïîëîæèòü degT (x) = degQ1(x)−1,
degR(x) = degQ2(x)− 1).

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äðîáè
1

(x2 + 1)2
. Ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå (4) ∫
dx

(x2 + 1)2
=
ax+ b

x2 + 1
+

∫
cx+ e

x2 + 1
dx,

ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå Q1(x) = Q2(x) = x2 + 1, T (x) è R(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ íåîïðå-
äåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíè íà åäèíèöó ìåíüøåé, ÷åì ó Q1(x) è Q2(x) ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî åñòü ïåðâîé. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî:

1

(x2 + 1)2
=
a(x2 + 1)− 2x(ax+ b)

(x2 + 1)2
+
cx+ e

x2 + 1
=
−ax2 − 2bx+ a

(x2 + 1)2
+
cx+ e

x2 + 1
.
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Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëè â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè:

1 = −ax2 − 2bx+ a+ cx3 + ex2 + cx+ e.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
c = 0,

−a+ e = 0,

−2b+ c = 0,

a+ e = 1

⇔


a = 1/2,

−b = 0,

−c = 0,

e = 1/2.

Çíà÷èò, ∫
1

(x2 + 1)2
dx =

1

2(x2 + 1)
+

∫
1

2(x2 + 1)
dx =

x

2(x2 + 1)
+

arctg x

2
+ C.

Îòìåòèì, ÷òî îòâåò ñîâïàë ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå äðóãèìè ñïîñîáàìè.

Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ u, v áóäåì íàçûâàòü âûðà-
æåíèå âèäà

R(u, v) =
an,0u

n + an−1,1u
n−1v + · · ·+ a0,nv

n + an−1,0u
n−1 + · · ·+ a1,0u+ a0,1v + a0,0

bm,0um + bm−1,1um−1v + · · ·+ b0,mvm + bm−1,0um−1 + · · ·+ b1,0u+ b0,1v + b0,0
,

ãäå ai,j, bi,j � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû; m,n ∈ N.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè â ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(u, v) âìåñòî ïåðåìåííûõ u è v ïîä-
ñòàâèòü ðàöèîíàëüíûå äðîáè ïåðåìåííîé t, òî ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì ðàöèîíàëüíóþ
äðîáü ïåðåìåííîé t: R̃(t) = R(u(t), v(t)). Ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñîîáðàæå-
íèåì. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä R(u, v) áóäåì ïîíèìàòü èìåííî ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
ïåðåìåííûõ u, v.
1) Èíòåãðèðîâàíèå äðîáíî�èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà∫
R

(
x, m

√
αx+ β

γx+ δ

)
dx, ãäå α, β, γ, δ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

αδ − γβ 6= 0. Ñäåëàåì çàìåíó: t = m

√
αx+ β

γx+ δ
, òîãäà

αx+ β

γx+ δ
= tm, x =

δtm − β
α− γtm

, dx =
m(αδ − γβ)tm−1

(α− γtm)2
dt.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â èñõîäíûé èíòåãðàë è óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì
èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè ïåðåìåííîé t, êîòîðûé âû÷èñëÿòü ìû óæå óìååì.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫ dx

3
√
(x+ 1)2(x− 1)4

. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ

ôóíêöèþ:
1

3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
=

1

(x− 1)2
(

3

√
x+1
x−1

)2
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è ñäåëàåì çàìåíó 3

√
x+1
x−1 = t. Òîãäà x =

t3 + 1

t3 − 1
, dx = − 6t2dt

(t3 − 1)2
, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè

ïîëó÷àåì:∫
dx

(x− 1)2
(

3

√
x+1
x−1

)2 =

∫
−6t2dt

(t3 − 1)2
(

2
t3−1

)2
t2

= −3

2

∫
1dt = −3

2
t+ C = −3

2

(
3

√
x+ 1

x− 1

)
+ C.

2) Èíòåãðèðîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëû âèäà∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx, ãäå a, b, c � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Åñòü äâà îñíîâíûõ

ñïîñîáà èíòåãðèðîâàíèÿ òàêîãî òèïà âûðàæåíèé.
I. Ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà. à) Åñëè a > 0, òî äåëàåì ïîäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c = ±

√
ax + t,

ãäå t � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Çíàê ïåðåä êîðíåì
√
a ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáûì. Ïîëó÷àåì,

÷òî

ax2 + bx+ c = ax2 ± 2
√
axt+ t2, x =

t2 − c
b∓ 2

√
at
, dx =

t2 ∓ b√
a
t+ c

∓2
√
a
(
t∓ b

2
√
a

)2dt.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â èñõîäíûé èíòåãðàë è óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì
èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè ïåðåìåííîé t.
á) Åñëè c > 0, òî ìîæíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c = tx±

√
c, òîãäà

ax2 + bx+ c = t2x2 ± 2
√
ctx+ c, x =

b∓ 2
√
ct

t2 − a
, dx =

±2
√
ct2 − 2bt± a

√
c

(t2 − a)2
dt.

Ïîäñòàâëÿåì âñå â èñõîäíûé èíòåãðàë, óïðîùàåì, ïîëó÷àåì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé
äðîáè ïåðåìåííîé t.
â) Åñëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx+ c èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè α è β (α 6= β, èíà÷å
ïîä êîðíåì ñòîèò ïîëíûé êâàäðàò è èððàöèîíàëüíîñòü ¾èñ÷åçàåò¿), òî äåëàåì ïîäñòàíîâêó√
ax2 + bx+ c = t(x − α), ãäå t � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, à â êà÷åñòâå α ìîæåò áûòü âûáðàí

ëþáîé èç êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Ïîëó÷èì

ax2 + bx+ c = a(x− α)(x− β) = t2(x− α)2, x =
αt2 − βa
t2 − a

, dx =
2a(β − α)t
(t2 − a)2

dt.

Ïîäñòàâëÿåì âñå â èñõîäíûé èíòåãðàë, óïðîùàåì, ïîëó÷àåì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé
äðîáè ïåðåìåííîé t.

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà ïðèìåíèìà âñåãäà. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè a < 0 è êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx+ c íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé,
òî îí ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì x, à çíà÷èò, êî-
ðåíü èç íåãî íèãäå íå îïðåäåëåí.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫ dx

x+
√
x2 + x+ 1

. Â äàííîì ñëó÷àå a = b = c = 1, ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðèìåíèìû ïåðâàÿ è âòîðàÿ èç ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà. Ñäåëàåì ïåðâóþ, âûáðàâ
äëÿ óäîáñòâà çíàê ¾−¿:

√
x2 + x+ 1 = −x+ t, òîãäà

t = x+
√
x2 + x+ 1, x =

t2 − 1

1 + 2t
, dx =

t2 + t+ 1

2(t+ 1
2
)2
dt.
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Ïîäñòàâèì â èñõîäíûé èíòåãðàë, ïîëó÷èì∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

=

∫
t2 + t+ 1

2t(t+ 1
2
)2
dt.

Ðàçëîæèì ïîëó÷åííóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü íà ïðîñòåéøèå, ïðèìåíèâ ìåòîä íåîïðåäåëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ

t2 + t+ 1

t(t+ 1
2
)2

=
A

t
+

B

t+ 1
2

+
C

(t+ 1
2
)2
.

Ïðèâîäÿ ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû A, B,
C, èç êîòîðîé íàõîäèì: A = 4, B = −3, C = −3/2. Çíà÷èò,∫

t2 + t+ 1

2t(t+ 1
2
)2
dt = 2

∫
dt

t
− 3

2

∫
dt

t+ 1
2

− 3

4

∫
dt

(t+ 1
2
)2

= 2 ln |t| − 3

2
ln

∣∣∣∣t+ 1

2

∣∣∣∣+ 3

4t+ 2
+ C

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî
∫ dx

x+
√
x2 + x+ 1

=
1

2
ln

(
t4

|t+ 1
2
|3

)
+

3

4t+ 2
+ C, ãäå

t = x+
√
x2 + x+ 1.

II. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè. Âèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà
îáû÷íî ïðèâîäÿò ê äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Èíîãäà óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè èëè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïîäñòàíîâêàìè. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûäåëèòü
â âûðàæåíèè ax2 + bx+ c ïîëíûé êâàäðàò:

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+ c− b2

4a
= at2 + d, ãäå t = x+

b

2a
, d = c− b2

4a
.

Äàëåå âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

à) a > 0, d > 0. Òîãäà óäîáíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó t =
√

d
a
tg z èëè t =

√
d
a
sh z.

á) a > 0, d < 0. Òîãäà óäîáíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó t =
√
−d
a
ch z.

â) a < 0, d > 0. Òîãäà óäîáíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó t =
√

d
−a sin z èëè t =

√
d
−a cos z.

ã) a < 0, d < 0. Òîãäà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t è êîðåíü
íèãäå íå îïðåäåëåí (ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè!).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫
x
√
x2 − 2x+ 2. Ïðåäñòàâèì ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â

âèäå (x−1)2+1 è ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x−1 = sh z. Òîãäà
√

(x− 1)2 + 1 =
√

sh2 z + 1 = ch z,
dx = ch zdz, ñëåäîâàòåëüíî,∫

x
√
x2 − 2x+ 2 =

∫
(sh z + 1) ch2 zdz =

∫
ch2 zd ch z +

∫
ch2 zdz =

ch3 z

3
+

+
1

2

∫
(1 + ch(2z))dz =

ch3 z

3
+
z

2
+

sh(2z)

4
+ C, z = arsh(x− 1) = ln(x− 1 +

√
x2 − x+ 2).

3) Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ áèíîìîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëû âèäà
J =

∫
xm(a + bxn)pdx, ãäå a, b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, m, n, p � ðà-

öèîíàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ òàêîãî òèïà ïðèìåíÿþòñÿ ïîäñòàíîâêè
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×åáûø¼âà, à èìåííî
à) åñëè p ∈ Z, òî äåëàåì ïîäñòàíîâêó x = tN , ãäå N � îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé m è n.
Ïîëó÷àåì, ÷òî dx = NtN−1, ñëåäîâàòåëüíî

J =

∫
tmN(a+ btnN)pNtN−1dt =

∫
R(t)dt,

ãäå R(t) � ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ïåðåìåííîé t, ïîñêîëüêó âñå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìåí-
íîé t ÿâëÿþòñÿ öåëûìè â ñèëó âûáîðà ÷èñëà N .

á) Åñëè
m+ 1

n
∈ Z, òî äåëàåì ïîäñòàíîâêó a + bxn = tN , ãäå N � çíàìåíàòåëü äðîáè p.

Ïîëó÷àåì, ÷òî x =

(
tN − a
b

) 1
n

, dx =
N

bn

(
tN − a
b

) 1
n
−1

tN−1dt, ñëåäîâàòåëüíî,

J =

∫ (
tN − a
b

)m
n

tNp·N
bn

(
tN − a
b

) 1
n
−1

tN−1dt =
N

bn

∫
tNp+N−1

(
tN − a
b

)m+1
n
−1

dt =

∫
R(t)dt,

ïîñêîëüêó âñå ïîêàçàòåëè ñíîâà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè â ñèëó âûáîðà ÷èñëà N è óñëîâèÿ íà
÷èñëà m è n.

â) Íàêîíåö, åñëè
m+ 1

n
+ p ∈ Z, òî ïðèìåíÿåì ïîäñòàíîâêó ax−n + b = tN , ãäå N �

çíàìåíàòåëü äðîáè p. Ïîëó÷àåì, ÷òî x =

(
tN − b
a

)− 1
n

, dx = −N
an

(
tN − b
a

)− 1
n
−1

tN−1dt,

ñëåäîâàòåëüíî,

J =

∫ (
tN − b
a

)−m
n
(

atN

tN − b

)p(
−N
an

)(
tN − b
a

)− 1
n
−1

tN−1dt =

= −N
an

∫
tNp+N−1

(
tN − b
a

)−m+1
n
−p−1

dt =

∫
R(t)dt,

òàê êàê âñå ïîêàçàòåëè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè â ñèëó âûáîðà ÷èñëà N è óñëîâèÿ íà ÷èñëà m,
n è p.

Òåîðåìà 7 (×åáûø¼â; áåç äîêàçàòåëüñòâà). Åñëè ÷èñëà a è b îòëè÷íû îò íóëÿ, è íè îäíî
èç óñëîâèé à) � â) íà ïîêàçàòåëè m, n, p íå èìååò ìåñòà, òî ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
xm(a+ bxn)p íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë J =
∫ √1 +

5
√
x4

x2 · 5
√
x

dx. Â äàííîì ñëó÷àå a = b = 1,

m = −11

5
, n =

4

5
, p =

1

2
. Ïîëó÷àåì, ÷òî

m+ 1

n
+ p = −3

2
, ñëåäîâàòåëüíî,

m+ 1

n
∈ Z

è íóæíî ïðèìåíÿòü òðåòüþ ïîäñòàíîâêó ×åáûø¼âà:

1 + x−
4
5 = t2, x = (t2 − 1)−

5
4 , dx = −5

2
t(t2 − 1)−

9
4dt.

Ïîäñòàâëÿåì âñå â èñõîäíûé èíòåãðàë, ïîëó÷àåì

J = −5

2

∫
(t2 − 1)

11
4 (1 + (t2 − 1)−1)

1
2 t(t2 − 1)−

9
4dt = −5

2

∫
t2dt =

12



= −5t3

6
+ C = −5

6

(√
1 +

1
5
√
x4

)3

+ C = −
5

√
(1 +

5
√
x4)3

6x 5
√
x

+ C.

Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òèïû èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîä-
õîäÿùèìè çàìåíàìè ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íîâîé ïåðåìåííîé.
1) Èíòåãðàëû âèäà T =

∫
sinn x cosm xdx, ãäå m, n ∈ Z. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîäñòàíîâêè

â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè m è n:
à) m � íå÷åòíîå. Òîãäà äåëàåì çàìåíó sinx = t, cosxdx = dt, ñëåäîâàòåëüíî,

T =

∫
sinn x cosm−1 x cosxdx =

∫
tn(1− t2)

m−1
2 dt =

∫
R(t)dt,

ïîñêîëüêó ñòåïåíü
m− 1

2
�öåëàÿ.

á) n � íå÷åòíîå. Çàìåíà cosx = t, sinxdx = −dt, ñëåäîâàòåëüíî

T =

∫
sinn−1 x cosm x sinxdx = −

∫
(1− t2)

n−1
2 tmdt =

∫
R(t)dt.

â) m+n � ÷åòíîå. Òîãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó tg x = t (ïðèìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëàõ,

íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âèäà
π

2
+ πn, n ∈ Z) èëè ctg x = t (ïðèìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëàõ,

íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âèäà πn, n ∈ Z). Ïóñòü, íàïðèìåð, tg x = t. Òîãäà dt =
dx

cos2 x
,

ñëåäîâàòåëüíî

T =

∫
tgn x cosm+n+2 xdx

cos2 x
=

∫
tndt

(1 + t2)
m+n

2
+1

=

∫
R(t)dt,

ïîñêîëüêó ñòåïåíü
m+ n

2
+ 1 ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Î÷åâèäíî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñëó÷àåâ à)

� â) âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ.
2) Èíòåãðàëû âèäà I =

∫
R(sinx, cosx)dx ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèî-

íàëüíîé äðîáè óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé tg
x

2
= t (ïðèìåíÿåòñÿ

íà èíòåðâàëàõ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âèäà π+2πn, n ∈ Z). Èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë

äâîéíîãî óãëà ñëåäóåò, ÷òî sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
. Êðîìå òîãî, x = 2arctg t, ñëå-

äîâàòåëüíî, dx =
2dt

1 + t2
. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíûé èíòåãðàë è óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì

èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè ïåðåìåííîé t.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∫ dx

cosx+ sinx+ 1
. Ñäåëàåì óíèâåðñàëüíóþ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷èì

I =

∫
2dt

(1 + t2)
(
1−t2
1+t2

+ 2t
1+t2

+ 1
) =

∫
dt

t+ 1
= ln |t+ 1|+ C = ln

∣∣∣tg x
2
+ 1
∣∣∣+ C.
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Çàìå÷àíèå 3. Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà èìååò òîò íåäîñòà-
òîê, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, åå ïðèìåíåíèå ¾óäâàèâàåò¿ ñòåïåíè: ïåðâîé ñòåïåíè ôóíêöèé
sinx è cosx ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå âòîðóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîé t.

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî èçáåæàòü, ñäåëàâ áîëåå ¾ïîäõîäÿ-
ùèå¿ çàìåíû, à èìåííî:
à) Åñëè R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), òî ïîäñòàíîâêà sinx = t ïðèâîäèò ê
èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé t (÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ñèòóàöèè:
R(sinx, cosx) = sinn x cosm x, ãäå m � íå÷åòíîå).
á) Åñëè R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), òî ïîäñòàíîâêà cosx = t ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó
îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé t (÷àñòíûé ñëó÷àé : R(sinx, cosx) = sinn x cosm x,
ãäå n � íå÷åòíîå).
â) Åñëè R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), òî ïîäñòàíîâêà tg x = t ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó
îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé t (÷àñòíûé ñëó÷àé : R(sinx, cosx) = sinn x cosm x,
ãäå n+m � ÷åòíîå).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∫ sinx

sin3 x+ cos3 x
dx. Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêàÿ ïîäñòàíîâêà ïðèâåäåò çäåñü ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé
áóäåò èìåòü øåñòóþ ñòåïåíü. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå ìåíÿ-
åò çíàê ïðè îäíîâðåìåííîé ñìåíå çíàêîâ ôóíêöèé sinx è cosx. Çíà÷èò, ìîæíî ñäåëàòü

ïîäñòàíîâêó tg x = t. Ïîëó÷àåì, ÷òî x = arctg t, dx =
dt

1 + t2
, ñëåäîâàòåëüíî,

I =

∫
sinx

sin3 x+ cos3 x
dx =

∫
tg x · 1

cos2 x

tg3 x+ 1
dx =

∫
t(t2 + 1)

(t3 + 1)(1 + t2)
dt =

∫
tdt

t3 + 1
.

Ðàçëîæèì äðîáü
t

t3 + 1
íà ïðîñòåéøèå:

t

t3 + 1
=

A

t+ 1
+

Bt+ C

t2 − t+ 1
=
At2 − At+ A+Bt2 +Bt+ Ct+ C

t3 + 1
,

îòêóäà A = −1

3
, B = C =

1

3
. Çíà÷èò,

I = −1

3

∫
dt

t+ 1
+

1

3

∫
t+ 1

t2 − t+ 1
dt = −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6

∫
2t− 1

t2 − t+ 1
dt+

1

2

∫
dt

t2 − t+ 1
=

−1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1) +

1

2

∫
dt

(t− 1
2
)2 + 3

4

=
1

6
ln
t2 − t+ 1

(t+ 1)2
+

1√
3
arctg

2t− 1√
3

+ C =

=
1

6
ln

1− sinx cosx

(sinx+ cosx)2
+

1√
3
arctg

2 sinx− cosx√
3 cosx

+ C.

Èíòåãðàëû âèäà
∫ a sinx+ b cosx

c sinx+ e cosx
dx, ãäå a, b, c, e � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû, ae 6= bc,

ìîæíî òàêæå âû÷èñëÿòü áåç ïðèìåíåíèÿ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè.
Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëèòåëü äðîáè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

a sinx+ b cosx = A(c sinx+ e cosx) +B(c cosx− e sinx), ãäå A =
ac+ be

e2 + c2
, B =

bc− ae
e2 + c2

.
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Îòñþäà∫
a sinx+ b cosx

c sinx+ e cosx
dx = A

∫
1dx+B

∫
(c sinx+ e cosx)′

c sinx+ e cosx
dx = Ax+B ln |c sinx+ e cosx|+C.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫ cosx− 2 sinx

3 sinx+ 2 cosx
dx. Ïðåäñòàâèì ÷èñëèòåëü â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè çíàìåíàòåëÿ è ïðîèçâîäíîé çíàìåíàòåëÿ:

−2 sinx+ cosx = A(3 sinx+ 2 cosx) +B(3 cosx− 2 sinx).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè sinx è cosx, ïîëó÷èì, ÷òî 3A − 2B = −2, 2A + 3B = 1.

Îòñþäà A = − 4

13
, B =

7

13
. Çíà÷èò,∫

cosx− 2 sinx

3 sinx+ 2 cosx
dx = − 4

13

∫
1dx+

7

13

∫
(3 cosx− 2 sinx)dx

3 sinx+ 2 cosx
= −4x

13
+

7

13
ln |3 sinx+2 cosx|+C.

Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ òðàíñöåíäåíòíûõ âûðàæåíèé

Èíòåãðàëû âèäà
∫
f(x)P (x)dx, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí, à f(x) � îäíà èç ôóíêöèé sinx,

cosx, ax, lnx, arctg x, arcctg x, arcsinx, arccosx, âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì. Ïðè ýòîì, åñëè f(x) � ýòî sinx, cosx èëè ax, òî íóæíî âçÿòü u(x) = P (x),
v′(x) = f(x). Åñëè æå f(x) � ýòî lnx, arctg x, arcctg x, arcsinx èëè arccosx, òî ñëåäóåò
âûáðàòü u(x) = f(x), v′(x) = P (x).

Ïðèìåðû. 1) Ðàññìîòðèì èíòåãðàë
∫
x2 lnxdx. Ïîëîæèì u(x) = ln x, P (x) = x2, òîãäà

u′(x) =
1

x
, v(x) =

x3

3
, ñëåäîâàòåëüíî

∫
x2 lnxdx =

x3 lnx

3
− 1

3

∫
x3

x
dx =

x3 lnx

3
− 1

3

∫
x2dx =

x3 lnx

3
− x3

9
+ C.

2) Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫
arctg xdx. Ïîëîæèì u(x) = arctg x, v′(x) = 1. Òîãäà u′(x) =

1

1 + x2
,

v(x) = x. Çíà÷èò,∫
arctg xdx = x arctg x−

∫
x

1 + x2
dx = x arctg x−1

2

∫
d(x2 + 1)

x2 + 1
= x arctg x−1

2
ln(x2+1)+C.

3) Ðàññìîòðèì èíòåãðàë
∫
x arcsinxdx. Ìîæíî äåéñòâîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïîëîæèì

âíà÷àëå u(x) = arcsin x, v′(x) = x. Òîãäà u′(x) =
1√

1− x2
, v(x) =

x2

2
. Çíà÷èò,

∫
x arcsinxdx =

x2 arcsinx

2
− 1

2

∫
x2√
1− x2

dx =
x2 arcsinx

2
− 1

2

∫
x2 − 1 + 1√

1− x2
dx =

=
x2 arcsinx

2
+

1

2

∫ √
1− x2dx− 1

2

∫
1√

1− x2
dx =

x2 arcsinx

2
+

arcsinx

4
+
x
√
1− x2
4

−
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−arcsinx

2
+ C =

x2 arcsinx

2
− arcsinx

4
+
x
√
1− x2
4

+ C.

(âîñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèåì èíòåãðàëà
∫ √

1− x2dx =
arcsinx

2
+
x
√
1− x2
2

+ C, êîòîðûé

ìû âû÷èñëÿëè ðàíåå). Âèäèì, ÷òî âûêëàäêè ïîëó÷èëèñü íå ñëèøêîì ïðîñòûìè, ê òîìó
æå ïðèøëîñü èñïîëüçîâàòü ðàíåå âû÷èñëåííûé èíòåãðàë.

Ãîðàçäî óäîáíåå ñäåëàòü â èñõîäíîì èíòåãðàëå çàìåíó: arcsinx = t, òîãäà x = sin t,

dx = cos tdt, ñëåäîâàòåëüíî,
∫
x arcsinxdx =

∫
t sin t cos tdt =

1

2

∫
t sin(2t)dt. Ïîëîæèì òå-

ïåðü u(t) = t, v′(t) = sin(2t), òîãäà u′(t) = 1, v(t) = −1

2
cos(2t). Çíà÷èò,∫

x arcsinxdx = − t
4
cos(2t) +

1

4

∫
cos(2t)dt = − t

4
cos(2t) +

1

8
sin(2t) + C =

= −arcsinx

4
(1− 2x2) +

x
√
1− x2
4

+ C =
x2 arcsinx

2
− arcsinx

4
+
x
√
1− x2
4

+ C.

4) Ðàññìîòðèì åùå îäèí òèï èíòåãðàëîâ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëü-
íûé ïðèåì. Ðå÷ü èäåò îá èíòåãðàëàõ âèäà

∫
aαx sin(βx)dx èëè

∫
aαx cos(βx)dx. Ïîÿñíèì íà

ïðèìåðå. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∫
ex sinxdx. Çàïèøåì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèìå-

íÿÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

I =

∫
sinx(ex)′dx = ex sinx−

∫
ex(sinx)′dx = ex sinx−

∫
ex cosxdx = ex sinx−

−
∫

cosx(ex)′dx = ex sinx− ex cosx+
∫
ex(cosx)′dx = ex(sinx− cosx)−

∫
ex sinxdx.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå I = ex(sinx− cosx)− I. Åñòåñòâåííî, èíòåãðàë I
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Åñëè ìû èç ìíîæåñòâà âñåõ ïåðâîîá-
ðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x) = ex sinx âûáåðåì êàêóþ-òî êîíêðåòíóþ è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç
F (x), òî èç óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî

F (x) = ex(sinx− cosx)− F (x) + C0,

ãäå C0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâîîáðàçíîé F (x)). Òàêèì îáðàçîì,

F (x) =
ex(sinx− cosx)

2
+
C0

2
, à ñëåäîâàòåëüíî,

I =
ex(sinx− cosx)

2
+ C.
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Èíòåãðàëû, íå âû÷èñëÿþùèåñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

Ñóùåñòâóþò öåëûå êëàññû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ïåðâîîáðàçíûå êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè. Îíè îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì.
Ìíîãèå èç òàêèõ ôóíêöèé èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè,
ôèçèêè è äðóãèõ íàóê. Îíè õîðîøî èçó÷åíû, ïîñòðîåíû èõ ãðàôèêè, ñóùåñòâóþò ïîäðîá-
íûå òàáëèöû èõ çíà÷åíèé. Òàê, ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì íå îòíîñÿòñÿ:∫

e−x
2
dx � èíòåãðàë Ïóàññîíà. ßâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ôóíêöèé â òåîðèè âåðîÿò-

íîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

si(x) =
∫ sinx

x
dx è ci(x) =

∫ cosx

x
dx � èíòåãðàëüíûé ñèíóñ è èíòåãðàëüíûé êîñèíóñ.

Ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå.

li(x)
∫ dx

lnx
� èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì. Èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.∫
sin(x2)dx è

∫
cos(x2)dx � èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ. Ïðèìåíÿþòñÿ â îïòèêå.∫

R(x,
√
P (x))dx, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3 èëè 4, � ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðà-

ëû. Êàê ïðàâèëî, íå âû÷èñëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
ðàçäåëàõ ìåõàíèêè, ôèçèêè è ìàòåìàòèêè.

Ïåðâîîáðàçíûå äèôôåðåíöèàëüíûõ áèíîìîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ â
òåîðåìå ×åáûø¼âà, òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.
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